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Resumen: Atendiendo a dificultades en la ensefianza de la matemética y con el propdsito de socializar experiencias
que contribuyan a solucionarlas, se exponen aspectos esenciales del curso Ensefianza de la Matematica con asistencia del
GeoGebra: consideraciones didacticas sobre ejercicios y problemas, impartido en la Il Convencidn Internacional de la
Universidad de Oriente. Con el empleé del método y enfoque investigativo en el desarrollo del curso se obtuvieron
resultados positivos que se evidencian a partir de la incidencia en la motivacién, desarrollo de la creatividad matematica
y didactica en un alumno para plantear y resolver problemas con asistencia del GeoGebra.
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Abstract: Attending to difficulties in the teaching of mathematics and with the purpose of socializing experiences that
contribute to solving them, essential aspects of the course Teaching of Mathematics with the assistance of GeoGebra are
exposed: didactic considerations on exercises and problems, taught at the 11 International Convention of the University of
the East. With the use of the method and investigative approach in the development of the course, positive results were
obtained that are evidenced from the impact on motivation, development of mathematical and didactic creativity in a
student to pose and solve problems with the assistance of GeoGebra.

Keywords: Course; GeoGebra; Teaching; Math; Method; Focus, Investigative.

Introduccion

La comunidad cientifica reconoce la existencia de diversos problemas en la ensefianza de la
Matematica asi como la necesidad de encontrar y socializar alternativas de solucion, en esta

direccion los cursos para docentes son vias loables para satisfacer dicha necesidad. En este
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articulo se exponen aspectos esenciales del curso Ensefianza de la Matematica con asistencia
del GeoGebra: consideraciones didacticas sobre ejercicios y problemas, impartido en la Il
Convencidn Internacional, Ciencia y Conciencia, de la Universidad de Oriente y, la incidencia

en uno de los alumnos participantes que ilustra parte de su impacto.

Entre los antecedentes del curso y los contenidos que aborda, estan diferentes investigaciones
cientificas y didacticas, andlisis de la ensefianza de la matematica y sus resultados por
directivos y docentes que sefialan maltiples insuficiencias en la ensefianza de la matematica
y la necesidad de incrementar la preparacion matematica y didactica de los docentes, ademas
la escasa utilizacion de software de matematica dindmica en Cuba, situacion que empieza a

revertirse.

Otros antecedentes esenciales lo constituyen aportaciones didacticas de investigadores de
diferentes paises y particularmente las del primer autor de este articulo que distinguen la
utilizacion del GeoGebra para diferentes areas del conocimiento y niveles educativos en la
Gltima década, en las que se exponen nuevas y diversas consideraciones didacticas sobre

ejercicios y problemas con la utilizacién del mencionado software.

El GeoGebra, software libre, va conquistando partidarios en las diferentes regiones
geograficas y paises que procuran el perfeccionamiento educacional en todos los niveles

educativos, en este sentido Carrillo de Albornoz que:

... por diversas razones GeoGebra se esta convirtiendo en un recurso TIC casi
imprescindible en el aula. A las posibilidades que ofrece, hay que afadir su sencillez para
comenzar a utilizarlo y sobre todo su continuo desarrollo, que hacen que en cada una de
las nuevas versiones que aparecen, ofrezca nuevas opciones que hacen aumentar ain mas

su potencia y eficacia (2013, p. 1).

El curso impartido respondio a demandas realizadas al proyecto Gestion cientifica y de
ensefianza — aprendizaje en el IPVCE santiaguero, financiado por el programa Sistema
educativo cubano. Perspectivas de desarrollo, del Ministerio de Educacion de Cuba. Como
muestra de los impactos se muestran ejemplos de elaboraciones de problemas y aprendizajes

de un participante en el curso, ademas observaciones realizadas por el profesor a dichas
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elaboraciones que también impactaron positivamente. Finalmente se plantean interrogantes
con vista a destacar y promover el trabajo diferenciado con los estudiantes, en particular en

los Institutos Preuniversitarios VVocacionales en Ciencias Exactas.

Desarrollo

El empleo del método y enfoque investigativo es beneficioso en todas las educaciones, se
manifiesta, de manera particular, en los dos epigrafes que se desarrollan a continuacion, es
decir, en los aspectos esenciales del curso Ensefianza de la Matematica con asistencia del
GeoGebra y la incidencia en uno de los alumnos participantes a partir de las elaboraciones

del mismo que se presentan.
Aspectos esenciales del curso Ensefianza de la Matematica con asistencia del GeoGebra

Se consideran aspectos generales esenciales del referido curso Ensefianza de la Matematica

con asistencia del GeoGebra, los siguientes:

El planteamiento y analisis de consideraciones didacticas sobre ejercicios y problemas.
- Lautilizacion del método y enfoque investigativo en la ensefianza — aprendizaje.

- Las posibilidades informaticas e internet para la busqueda y profundizacion en los

contenidos y ejemplos que aborda el curso.

- El caracter abierto para continuar intercambiando con el pesor del curso en distintos

momentos aprovechando las nuevas tecnologias de la informacion y comunicaciones.

- Mostrar algunas experiencias de la utilizacion del GeoGebra en la Gltima década en

Santiago de Cuba

Entre los articulos comentados para ejemplificar la utilizacion del GeoGebra en la Gltima
década en Santiago de Cuba o de los cuales se extrajeron fragmentos estan Acercamiento a
una concepcion para el desarrollo de actividades investigativas escolares: un ejemplo en la
primaria” (Hernandez y Palma, 2011) y Actividad investigativa escolar y ejercicios en
matematicas: “El papalote” (Hernandez y Gonzalez, 2015), estos centran la atencion en la
utilizacion del enfoque investigativo y el GeoGebra, en el segundo ademas se destaca la

preparacion de docentes en la utilizacion didactica del software.
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Para la educacion media y fines didacticos fue distinguido el articulo “Consideraciones para
el uso del GeoGebra en ecuaciones, inecuaciones, sistemas y funciones (Hernandez, 2013),
pues en los textos y en la préctica escolar, estas tematicas generalmente se han tratado de

manera independiente, sin adecuados vinculos entre ellas.

Los articulos Ejercicios geométricos con exigencias de orden, movilidad y construccion con
asistencia del GeoGebra: ejemplos y observaciones didacticas (Hernandez, 2017) y
Problemas a partir de un problema de Olimpiada Internacional de Matematica. Propositos y
consideraciones didacticas (Hernandez, 2018) muestran una variedad de transformaciones de
ejercicios y problemas atendiendo a consideraciones didacticas de gran utilidad para atencion

a las necesidades y potencialidades de los alumnos.

En los articulos Aprovechamiento didactico del GeoGebra en ejercicios sobre tangencias de
una esfera y un cono: dos ejemplos (Hernandez y Acosta 2018) y Construccion de un
octogono con sus vertices en los lados de un cuadrado: ejemplos y consideraciones didacticas
(Hernandez y Yero 2021), se muestran interesantes posibilidades constructivas y didacticas

que posibilita el GeoGebra.
En estos articulos se destacan entre otros aspectos los siguientes:
- Tendencias constructivas de figuras
- Determinacion de vias y procedimientos de solucion de ejercicios y problemas
- Fundamentos matematicos
- Integracion coherente de contenidos
- Visualizacion geométrica

- Dificultades diagnosticadas en docentes para la transformacion de ejercicios y

problemas

- Transformacion de ejercicios y problemas. Analisis de variantes de ejercicios, vias de

solucion y tratamiento didactico

Entre las exigencias mas importantes a considerar en problemas geométricos se precisan:
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Orden constructivo.

Construccion de dos o mas figuras relacionadas (por la ubicacion de puntos de una en

la otra, por la relacién entre lados u otros elementos).

Construccion de dos o mas figuras relacionadas que tengan un dinamismo
independiente, (al mover una la otra se mantiene fija, manteniendo las relaciones
esenciales entre ellas) a partir de puntos u otros elementos que no necesariamente

pertenecen a alguna de las figuras.

Ubicacion de vértices, lados y otros elementos en el plano.

Determinacion de longitudes de lados, amplitudes de angulos y/o areas.
Visualizacidn estatica o dinamica de elementos de una o varias figuras.

Elaboracién de hipdtesis a partir de visualizaciones dinamicas.

Encontrar y explicar diferentes vias o variantes de solucion que considere interesantes.

Caracter abierto (parcial o total) del problema: no tienen soluciones Unicas.

Serialan posibles clasificaciones para las transformaciones de ejercicios y problemas:

e Atendiendo a los datos segun:

Su ajuste a los datos del problema: los contempla todos, a una parte de ellos, incorpora
datos adicionales que lo particularizan, combina parte de los dados con datos

adicionales que no guardan estrecha relacion con los primeros.

La forma de presentacion de los datos: no contempla representacion grafica, incluye
representacion grafica con mayor o menor calidad (atendiendo a elementos, tamafio,
colores, lineas continuas y discontinuas, etc.), en formato digital con posibilidades

dinamicas o no.

e Atendiendo a las exigencias, pueden ser, en sentido general: mayores, iguales o menores

a las planteadas en el problema segun:

Tiempo disponible para realizarlo.

Medios disponibles o exigidos para resolverlos.
5
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- Conocimientos y habilidades previas de los escolares.

- Cantidad y profundidad de las transformaciones u operaciones a realizar.
- Posibilidad o no de trabajar en equipos.

- Ayuda que pudieran recibir.

- Fuentes que puedan consultar.

- Sistema de calificacion u otras razones que pueden incidir en la estimulacion, el

resultado o desempefio de los escolares.

Los criterios antes expuestos no agotan los aspectos y posibles clasificaciones, solo ilustran
la posibilidad de su realizacion; pudieran plantearse otras clasificaciones que ponderen
determinados aspectos, por ejemplo, que pongan en primer plano los medios o0 recursos

informaticos dada las alternativas y ventajas dindmicas que ofrecen.

Asimismo quedan pendientes otros aspectos sobre la ensefianza-aprendizaje con enfoque
investigativo creativo y buenas practicas con sustentos expuestos por (Cisneros y otros, 2021)
que pueden contribuir al perfeccionamiento educacional cubano desde cursos para docentes

y la préctica escolar.
Incidencia del curso en un alumno

Para ejemplificar la positiva incidencia del curso, con el empleo del método y enfoque
investigativo, se muestra una parte de los problemas y criterios elaborados por un alumno,
que evidencian una favorable incidencia en su motivacién, desarrollo creativo y didactico
atendiendo a sus conocimientos y habilidades previas, las que sirven, como punto de partida

para nuevas observaciones por el profesor del curso.

Luego de sefialar que el GeoGebra permite resolver problemas con mayor facilidad, en
comparacién con vias tradicionales con lapiz y papel que resultan engorrosas y de dificil
comprension; asi como destacar la posibilidad visualizar graficamente la resolucion de los
mismos, permitiendo un aumento considerablemente del entendimiento de objetos y

conceptos matematicos abstractos, propone un problema con incisos que van aumentando el
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nivel de complejidad del contenido matematico, teniendo en cuenta algunas exigencias de

problemas geometricos que transitan por diferentes niveles educativos o guardan relaciones.
Problema: Sea la funcion f(x)=3-x?:

a) Represéntala graficamente en un sistema de coordenadas rectangulares y seleccione un

punto M cualquiera ubicado en el primer cuadrante que pertenezca a la funcion dada.

b) Por el punto M trace dos rectas paralelas a los ejes coordenados Ox y Oy de tal forma que

se intersequen con los mismos, en los puntos B y A respectivamente.

c) Determine las coordenadas del punto M que hace que el rectingulo OAMB tenga mayor

area.

La solucion del primer inciso, presentada en el grafico 1, es facil para estudiantes de la
ensefianza secundaria o media superior, en Cuba desde el octavo grado se comienza a estudiar
la teoria de funciones y en 9no grado se estudian las propiedades, ecuaciones y representacion

gréfica de la funcidn cuadratica.

-'2){' 1 \é

Gréfico 1: Representacion
Fuente: Elaboracion propia

En este inciso se pueden aprovechar las potencialidades que brinda para sistematizar
conceptos tales como: sistemas de coordenadas rectangulares, ejes coordenados, origen de
coordenadas, cuadrantes, determinacion de puntos en el plano, relacion de posicion entre
rectas en el plano, funcion cuadratica y pertenencia de un punto a una funcion. La

sistematizacion de estos conceptos asegura las bases el proximo inciso del ejercicio.

Para resolver el segundo inciso se necesita mayor cantidad de conocimientos y habilidades,

sobre definiciones y conceptos tales como rectas paralelas y puntos de interseccion, ademas
7
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un nivel mayor de interpretacion por su enunciado y denotacion de puntos, notese que el
término “respectivamente” hace que se denote por B, la interseccion con el eje Oy, y por A

la interseccion con el eje Ox.

Mediante un intercambio con los alumnos es posible contribuir al desarrollo de su
pensamiento l6gico plantedndoles exigencias de dinamismo de la construccion, que permita
variar parametros, incluso en alumnos de secundaria. Puede aprovecharse la ocasion para
relacionar el contenido de la Teoria sobre funciones con la Geometria Plana, para propiciar el
redescubriendo de elementos comunes entre ambas ramas de la Matematica, el estableciendo

de inferencias y analogias de tal manera que el estudiante integre conocimientos matematicos.

El inciso ¢ es de mucha mayor complejidad con relaciéon a los anteriores, generalmente
aparece en los primeros afios de carreras universitarias de ingenieria o ciencias técnicas y es
conocido en las Matematicas como “Problemas de optimizacion”, en los cuales se requiere de
herramientas importantes, tales como el Calculo Diferencial del Anélisis Matematico, para

darle solucion.

Para resolverlo sin la utilizacion del célculo diferencial, alumnos aventajados pudieran tener
la idea de realizar sucesivamente célculos para distintas posiciones del punto M, pero seria
una via extremadamente laboriosa e ineficiente con un gasto de tiempo enorme, por tanto se
parte de esta situacion problémica para introducir el uso del GeoGebra a partir de las
posibilidades de dinamismo que ofrece para mover puntos y mostrar calculos de manera
dinamica

En dicho software se hace uso de una herramienta importante que son los deslizadores, los
cuales permiten dinamismo en la figura representada. Dicha herramienta puede garantizar el
movimiento del punto M a lo largo de la funcién f(x) limitado en el primer cuadrante, y a su
vez permite que se vaya transformando el rectangulo OAMB conjuntamente su area. Con esta
via de solucion solo se necesita inspeccionar cudl serd el maximo valor del area al mover el
deslizador que contiene al punto. A modo de ejemplo se muestran varias vistas en el grafico
2
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Gréfico 2: Varias vistas
Fuente: Elaboracion propia

Observaciones realizadas por el profesor del curso

El problema planteado por el alumno, con incisos que van aumentando significativamente el
nivel de complejidad y las consideraciones expuestas, junto a criterios de lo aprendido en el
curso denota no solo la positiva incidencia del curso en su aprendizaje, también su interés

cognoscitivo y muy buenas potencialidades creativas.

Con el propésito de ilustrar la dinamica del curso se muestran algunas interrogantes y
observaciones realizadas por el profesor del curso a partir del problema, soluciones y
consideraciones ofrecidas por el alumno, que propiciaron un intercambio muy fructifero
acerca de la posibilidad de obtener vias y soluciones correctas con la asistencia del GeoGebra
para resolver determinados problemas, también sobre algunos errores 0 escaso

aprovechamiento de las facilidades que ofrece el software para analizar las vias y soluciones.

Con respecto a la via de solucién utilizada para solucion del ultimo inciso cabe preguntarse:
¢s6lo se necesita inspeccionar cual es el maximo valor del &rea al mover el deslizador que
contiene al punto?, ¢No existen distintas posiciones del punto M que muestren como area 2
cm??, ¢Cual es la causa de que para distintas posiciones de M se muestre que el area es la
misma?, ;Como puede ilustrarse con asistencia del GeoGebra, que para algunas posiciones
de M, puedan reflejarse distintas areas?, las interrogantes anteriores pueden explicarse a partir
de los dominios numéricos, de la densidad del conjunto de los nimeros reales y la opcién de

redondeo del GeoGebra.

El grafico 3 es exactamente igual a la figura central del grafico 2, y por tanto tienen la misma

area, sin embargo muestran areas diferentes, esto estd dado por el redondeo de los valores,
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una con dos cifras decimales y otra con 5. De esta explicacién surge otra interrogante
importante, ¢Para cuéles coordenadas de M, el cambio de redondeo no modifica el area que

se visualiza?

1.99999 em?

|
0 I n
DY
M= (0.99858, 2.00284)

Gréfico 3
Fuente: Elaboracion propia

Una Ultima interrogante que merece atencion de la cual pueden derivarse otras interrogantes
importantes para los docentes ¢Considera necesario y/o conveniente aprovechar problemas
como el planteado en el ultimo inciso para promover la investigacion por estudiantes
aventajados de la educacion preuniversitaria en Cuba acerca de la resolucion de problemas de
optimizacion utilizando el calculo diferencial u otros contenidos?, ¢ Qué tratamiento didactico

convendria darle a problemas como estos en los IPVCE de Cuba?
Conclusiones

Los aspectos esenciales de caracter general y especificos planteados en el curso responden a
demandas teorico - practicas de la ensefianza de la Matematica en consonancia con el tercer
perfeccionamiento educacional que se desarrolla en Cuba. La socializacion de dichos aspectos
y orienta a docentes para su estudio, tomar ejemplos y realizar nuevas aportaciones con
creatividad que inciden favorablemente en su preparacion matematica y didactica. Los

argumentos y evidencias mostradas avalan la concepcion y resultados de curso.
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